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Linearni algebra - 4MM101, 4MM106

Piiklad 1 Urcete inverzni matici k matici A a podle definice inverzni matice pro-
ved'te zkousku sprdvnosti vypoctu, jestlize

0 1 1
A=|1 -1 —1
0 0 1

Reseni 1.

Aby mélo viibec smysl pocitat inverzni matici z dané matice, musi byt dand ma-
tice nutné regularni. Univerzalnim postupem pro vypocet inverzni matice je pridani
prislusné jednotkové matice vedle dané matice, t.j.:

01 1]100
1 =1 —1/0 1 0 (1)
00 1]001

Postup je jednoduchy. Je tfeba prevést uplnou Gaussovu a Jordanovu eliminacéni
metodu tak, aby jednotkova matice zustala na levé strané. Pokud se nam to podaii,
pak to, co zustane na pravé strané, bude nase hledand inverzni matice, takze nejdiive
prejdeme k provedeni Gaussovy elimina¢ni metody. V prvnim kroku prohodime 1.
a 2. tddek matice (1), tedy:

1 -1 —-1{0 1 0

0 1 11]1 00 (2)
0 0 1001

Vidime, Ze pod hlavni diagondlou jsou vSechny nuly, a tim jsme dokoncili Gaussovu
eliminacni metodu. Nyni pokracujeme Jordanovou elimina¢ni metodou a vynasobime
3. fadek matice (2) ¢islem -1 a pricteme jej ke 2. fadku a zaroven pficteme 3. fadek
k 1. radku, tedy:

1 -1 0|0 1 1
01 0/1 0 -1 (3)
0 0 1]0 0 1

V poslednim kroku pri¢teme 2. fadek matice (3) k 1. radku, t.j.:
1 0 0(1 1 O
010[/10 -1 (4)
0 01/0 0 1

Vidime, Ze na levé strané matice (4) jsme ziskali jednotkovou matici', ¢imz je cely
proces dokoncen. Vse, co vzniklo za délici ¢arou vpravo, je nase hledand inverzni

IPokud by se ndm to nepodaiilo, znamenalo by to, ze dand matice byla singuldrni, a tudiz by
neexistovala zadné inverzni matice



matice A~!. Zadani vSak jesté neni dokonceno, protoze je tieba provést kontrolu
spravnosti a zjistit, zda je nas vysledek skutec¢né inverzi dané matice. K této kontrole
pouzijeme definici inverzn{ matice (AA~! = A™'A = J) a provedeme maticové
nasobeni nasi inverzni matice s danou matici, podobné jako v prikladu 6, t.j.:

11 0\ /0 1 1 100
10 —-1][1 -1 =1]=(010 (5)
oo 1/\o 0o 1 001

Vidime, ze soucin obou matic nam dava jednotkovou matici, a proto je nami vypoctena
inverzni matice spravna.

0
-1 0J

1
Odpoved: A~' = |1
0 1

o O =

Piiklad 2 Z nasledujici maticové rovnice vypoctéte nezndmou matici X a uvedte
pro které matice A,C se dd matice X z této rovnice osamostatnit, jestlize

X+A=4A -XC

10 2 3
A(y 5) o3 )
Reseni 2.

Nejdiive musime z dané rovnice vyjadrit neznamou matici X. Pii vSech tpravach,
které budeme provadét, musime mit na paméti nasledujici zédkladni pravidla, a to
AB # BA, AA™' = A7'A =J a AJ = JA = A. Nejprve musime pichodit

vSechny neznamé matice X na jednu stranu a vse ostatni na druhou stranu.

kde

X+XC=4A—-A | (4A - A =3A)
X 4+ XC = 3A
X(J+C)=3A -J+C)! (6)
XJ+C)J+C) ' =3AJ+C)!
X =3AJ+C)*

Vidime, ze matematické tdpravy v (6) jsou mozné pouze tehdy, pokud existuje in-
verzni matice (J + C)~!. Ta existuje pouze tehdy, je-li (J + C) regularni. Pokud by
(J + C) nebylo reguldrni, pak bychom dany postup nemohli pouzit. Déle dosadime
matice ze zadani do vysledku pro X, pricemz J povazujeme za jednotkovou matici,

<53 96 )+ 6 D]

Déle upravime (7) vynasobenim prvni matice ¢islem 3 a soucasne udeldme soucet

matic v zavorce, t.j:
-1
3 0\ /(3 3
x= (i) (5 2) ®



Vyslednou inverzni matici fesime pfesné jako v ptikladu 14 s tim rozdilem, Ze ten-
tokrat se jedna o matici 2x22., t.j.:

-1
3 3 1/2 -3
<o 2) :6<0 3) (10
Vysledek (10) dosadime do (7) a dostaneme:
3 0\1/2 -3
X = (6 9)6(0 3)
(6 9
S 6\12 9

Odpoveéd: X = 1 (162 _99) O

Priklad 3 Pomoc? inverzni matice teste soustavu linedrnich rovnic.

51’1+.T2:—9
1+ 310 =1

Reseni 3.
Nejprve zapiseme danou soustavu rovnic v maticovém tvaru jako:

5 1\ (1) (-9
() ()= () ®
Daéle pojmenujeme jednotlivé ¢leny v maticovém tvaru (12). Matice na zac¢atku bude

matice ndm znamé soustavy A, za ni bude nasledovat nas neznamy vektor 7 a za
rovna se je vektor pravych stran, ktery oznacime jako b, tedy:

AT=b  |-A7!
A'AZ =AY (13)
P=A""

Nyni mame vyjadireny neznamy vektor &, ktery stac¢i vypocitat. K tomu nam staci
vypoé&itat inverzni matici A~!. Jinymi slovy, soustavu rovnic muZeme metodou in-
verzni matice vypocitat pouze tehdy, je-li matice soustavy dana regularni matici.

2Inverzni matici obecni matice 2x2 vypoéitame takto:

(CCL Z) - ad i be (dc _ab) (9)




Pokud by tedy matice soustavy nebyla ¢tvercova nebo byla singularni, pak bychom
museli Fesit maticovou rovnici pouze Gaussovou nebo Jordanovou elimina¢ni meto-
dou. Do rovnice (13) dosadime ¢isla ze zadani, tedy:

Odpoved: 7= (—2,1). O



Matematicka analyza - 4MM101, 4MM106

Piiklad 4 Urcete redlny parametr a tak, aby platilo

. an2
Jim. (3—2n+2”+1) -

Reseni 1.

Tento typ ptikladu pozname podle toho, Ze opét obsahuje nejvyse celé mocniny n,
ale narozdil od piikladu 6 obsahuje i zlomek. Idedlnim postupem pfi feseni tohoto
typu je uprava celé limity na spolecného jmenovatele, t.j.:

2
lim ( an +2n+1> = 0

n—oo \ 3 — 2n
242 -2 1(3 =2
lim (an + n(33 7’;)+ (3 n)) o
n—o00 — 2N
15
. an® +6n —4n? +3 — 2n (15)
lim =00
. (nQ(a—4)+4n+3)
lim =00

Druhym krokom zustava vzdy vytknout z citatele i jmenovatele nejvétsi mocninu,

tedy:
Y n*(a—4)+4n+3Y
noveo 3—2n -
n?! (ﬂ% + % + 713—2)
lim = = 00 (16)
)
_ 4, 3
fim n((a—4)+ 3+ 3%) o
mATTE )

Poslednim krokem je dosazeni limity do mezivysledku (16), tedy.

(oo(<a—4>+§+é>>:oo
(-2
(oo((a—4)+0+0)) ~
(0-2)
oo (a—4)
(=2)

—oc0(a—4) =00

(17)

= 0

kde jsme opét pouzili pouze zakladni charakteristiky uprav s nekonecnami. Podobné
jako v predchozim piikladu musime vyftesit vSechny moznosti zavorky v rovnici (17).

e (a—4) <0 = —oo(—) =00 — 00 = 00. Vidime, ze v tomto
pripadé ziskame rovnost dané limitni rovnice, zaporna zavorka tedy patii mezi
pripustna TeSeni rovnice.



e (a—4)=0 = —o0(0)="?.V piipadé nulové zavorky dostaneme neurcity
vyraz nekone¢no krét nula, a proto musime konkrétné fesit (a —4) =0 —
a = 4. Tuto hodnotu a dosadime do dané limitni rovnice a vypocitame:

42
hm( i +2n+1>:oo

n—oo \ 3 — 2n
2 _ _

lim 4n® +2n(3 — 2n) + 1(3 — 2n) Cx

. A% +6n — 7 +3—2n
lim =0

. 4n + 3
im =0

n—oo \ 3 — 2n

(44+0)
0—2) >~
@ _

kde jsme opét pouzili pouze zdkladni vlastnosti prace s nekoneé¢nem. Dostali
jsme nesmyslny vyraz, takze zavorka (a —4) = 0 neni feSenim puvodné zadané
limitni rovnice.

e (a—4) <0 = —oo(+)=00 = —o00 # 00. Dand rovnost neplati,
takze ani tento ptripad neni feSenim dané limitni rovnice.

Resenfm nasf limitn{ rovnice je tedy zapornd zavorka (a —4) <0 = a < 4.

Odpoveéd': lim,,_, (3(1—”2271 + 2n + 1> =00 = a<i4 [

Piiklad 5 Pomoci Bolzanovy véty reste nerovnici

(z — %) arcsin(z) < 0

Reseni 2.
Pokud mame piiklad poc¢itat pomoci Bolzanovy véty, postup je vzdy nasledujici:

e Nejprve musime urcit definicni obor funkce a tedy i urc¢it body nespojitosti,
t.j. body, kde je jmenovatel nulovy.

e Poté spocitame nulové body. Ty uréime vzdy tak, ze celou funkci odepiseme a
dosadime ji rovnu nule.



e Definiéni obor rozdélime na tolik intervalu, kolik potfebujeme. Jinymi slovy,
vzdy v kazdém nulovém bodé a bodé nespojitosti.

o V kazdém z téchto intervalu budeme zkoumat znaménko funkce.

e Vybereme si bud kladné, nebo zdporné intervaly, protoze piiklad bude vzdy
dén tim, Zze na pravé strané bude nula, jinymi slovy budeme pravé zkoumat,
kde je funkce zaporna nebo kladna.

Defini¢ni obor funkce lze urcit velmi snadno. Vidime, ze méame soucin dvou funkei,
a to (z — 1) a arcsin(z). Vime, ze funkce (z — 1) je polynom, a mé tedy defini¢ni
obor celé ¢islo R. Dale vime, ze funkce arcsin(z) méa definiéni obor (—1;1), tudiz
cely defini¢ni obor funkce je:

D( = (-1 (19)

— % )a’/‘csin(m)

Déle je tfeba urcit body nespojitosti, a protoze tato funkce nema zadny zlomek a
zadnou nespojitost, je tato funkce spojita a nemé zadné body nespojitosti. Nulové
body vypocitdme z rovnice f(x) = 0, tedy:

1 1
(a: — §> arcsin(z) =0 = (;1: — 5) =0V aresin(z) =0

1

arcsin(r) =0 = =0

(20)

| —

Ziskali jsme dva nulové body. Jinymi slovy, dva prusecéniky s osou z. Nyni muzeme
nas definiéni obor (19) rozdélit vzhledem k nulovym bodum, které jsme spocitali,
t.j. (—=1;0), (0;1), (3;1). Nakonec sestavime tabulku, kde do Fddku vlozime dané
intervaly a do sloupcu nasi funkci, t.j.:

Tabulka 1: Reseni nerovnice pomoci Bolzanovy véty

Interval (2 —31) arcsin(x) (z

Loy O O ]
oYy ) ) )
(3:1) (+) (+) () (F)=(+)

) arcsin(x)
()=(+)
EJF) ()

Ze zadani zkouméame, kdy je dand funkce mensi nez nula, takze budeme zkoumat,
kdy ma posledni sloupec tabulky (1) zdporné znaménko. To je splnéno pouze pro
interval (0; %} Podle zadéni se jedna o ostrou nerovnost, jinymi slovy nam chybi
znaménko rovnosti, takze interval musi byt otevieny z obou stran. Resenf je tedy
(0; 3). Zkontrolujme vysledek na grafu funkce, ktery lze vykreslit napriklad pomoct
programu Geogebra.



Obrézek 1: Graf funkce f(z) = (z — 3) arcsin(z)

Z grafu vidime, ze jsme nase feSeni vypocitali spravné, funkce je zaporna praveé na
intervalu (0; %), jinymi slovy na tomto intervalu je pod osou x. Body A a B jsou nase
pocitané nulové body, jinymi slovy prusecniky s osou z, a celd funkce je definovana
pouze na definiénim oboru (—1; 1), na kterém je také spojita, presné jak jsme uréili.

Odpovéd: (z — 1) arcsin(z) <0 = z€(0,1) O



